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MODELO MATEMATICO BIDIMENSIONAL DA TRANSICAO
COLUNAR-EQUIAXIAL

Marcelo Aquino Martorano !

Resumo

Um meodelo matematico deterministico para a previsio da transicao colunar-equiaxial na solidificacao
bidimensional foi implementado. Equacces diferendiais desenvolvidas a partir dos principios de conservacao de massa,
energia e espécies quimicas sao combinadas com um método para o acompanhamento da frente colunar, que consiste
de urmna forma modificada do método do autémato celular original. O modelo foi utilizado para simular a solidificacao de
uma liga Al-3%6Cu em uma cavidade quadrada, mostrando a movimentacio da frente de cresdmento colunar e da
posicac da transicac colunar-equiaxial. A maior parte dos resultados apresentou boa aderéncia a dados da literaturae a
transicao colunar-equiaxial foi prevista utilizando-se malhas mais grosseiras do que as utilizadas no modelo de autémato
celular original.

Palavras-chave: Transicao colunar-equiaxial; Solidificacao bidimensional; Frente colunar; Modelo matermnatico.

TWO-DIMENSIONAL MATHEMATICAL MODEL OF
THE COLUMNAR-TO-EQUIAXED TRANSITION

Abstract

A deterministic mathematical model of the columnar-to-equiaxed transition has been developed. Differential
equations derived from the mass, energy and specdies conservation principles are combined with a columnar front
tracking algorithm based on a medified cellular automaton technique. The model was applied to the solidification of an
Al-3%Cu alloy in a square cavity to give the time evolution of the columnar front and the columnar-to-equiaxed
transition. Most of the model results showed good agreement with literature data. The columnar-to-equiaxed transition
was predicted using meshes that are coarser than those frequently employed in the original cellular automaton
technique.

Key words: Columnar-to-equiaxed transition; Two-dimensional solidification; Columnar front; Mathernatical model.

| INTRODUCAO

A estrutura bruta de solidificacac pode ser composta de
graos com formas colunares e equiaxiais, apresentando uma regiao
de transicao, chamada de transicac colunar-equiaxial (CET -
“columnar-to-equiaxed transition”). O fenémenc da CET vem
sendo investigado ha varias décadas e atualmente sabe-se que a
transicao ocorre quandoc os graos equiaxiais bloqueiam o
crescimento dos graos colunares durante a solidificacao.(l

Hunt® propds o primeiro modelo matematico para a
previsao da CET durante a solidificacao unidirecional sob condicoes
de estado-estaciondrio. Ele assumiu que os graos colunares eram
bloqueados quando a fracao volumétrica de graos equiaxiais
crescendo i sua frente atingisse o valor de 0,49. Este critério foi
chamado de “critério do bloqueio mecinico”.() Posteriormente
foram propostos diversos modelos, que podem ser classificados em
estocasticos, quando utilizam algum tipo de variavel aleatéria, ou
deterministicos, caso ndo utilizem.

Flood e Hunt® propuseram um modelo
deterministico para a previsao da CET durante a
solidificacao unidirecional, porém sob condicoes
transientes, soludionando numericamente a
equacao de conducao de calor. A posicac da
frente de crescimento colunar foi acompanhada
através da equacao
xoM=xl +V At (1)
onde At é o passo de tempo do método
numeérico; x;:ffe x!, indicam a posicao da
frente colunar nos instantes de tempo t + Atet,
respectivamente, e V é a velocidade da frente,
calculada em funcao de sua temperatura.
Novamente, para prever o instante em que a
frente colunar era bloqueada, foi utilizado o
critério do bloqueio mecanico.
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Wang e Beckermann( implementaram
urn modelo deterministico multifasico em regime
transiente para calcular a CET durante a
solidificacao unidirecional. Estes autores utilizaram
o conceito de envelope dendritico e a frente
colunar foi também acompanhada através da Eq.
(). O critério do blogqueio mecanico foi utilizado
para prever a posicac da CET. Martorano,
Beckermann e Gandin® modificaram o modelo
de Wang e Beckermann® para eliminar o critério
do bloqueio mecanico, considerando a interacac
entre os campos de soluto dos graos equiaxiais e
colunares.

Wang e Bedkermann®) estenderam seu
modelo unidimensional para simular o caso da
solidificacao bidimensional. Apés assumirem que
a velocidade da frente colunar era paralela ao
fluxo de calor, um Gnico ponto da frente era
acompanhado através da Eq.(l). A temperatura
neste ponto era obtida e, posteriormente,
considerava-se que a frente estava localizada
completamente sobre uma mesma isoterma.
Jacot, Maijier e Cockroft) implementaram
um modelo deterministico bidimensional em
regime transiente para a previsao da CET
utilizando uma técnica conhedida como volume
de fluido (VOF - “volume-of-fluid™), utilizada
para acompanhamento de superficies livres em
fluidos. O método foi capaz de manter o formato
correto da frente colunar em crescimento
durante a solidificacao em um molde dilindrico.

Os modelos deterministicos discutidos
acima consideram os graos equiaxiais e
colunares de forma média, ou seja, nao
especificam a posicao e o formato de cada grao.
Os modelos estocasticos, por outro lado, contém
procedimentos para acompanhar a nucleacio e o
crescimento de cada grao. Esta técnica possibilita
o cilculo da macrografia dos graos, através da
qual a CET pode ser identificada. No entanto, a
grande desvantagem deste modelo é a necessidade
de uma malha numérica suficientemente refinada
para modelar os detalhes de cada grao da
estrutura. Desta forma, o modelo demanda um
poder computacional relativamente alto,
principalmente para simular estruturas de graos
refinadas.

Rappaz e Gandin{’} propuseram um modelo
estocastico baseado na técnica do autémato
celular, que atualmente € muito utilizado para
previsao da macroestrutura de graocs. Neste
modelo, sobrepde-se ac dominic do metal uma
malha de “sitios” aos quais sac associados
retingulos ou quadrados, que representam
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envelopes dendriticos ou partes dos mesmos.

Em muitos problemas deseja-se prever apenas a posicao da
CET, ou seja, a quantidade de graos colunares e equiaxiais na
estrutura. Nestes casos, os modelos estocasticos seriam
desnecessarios e os modelos deterministicos seriam mais
eficientes. Por outro lado, os modelos deterministicos ndao estao
suficienternente desenvolvidos para prever a CET em problemas bi
ou tridimensionais. Logo, o objetivo do presente trabalho é
implementar um modelo matematico deterministico para a
previsao da transi¢do colunar-equiaxial em problemas de
solidificacac bidimensional. G modelo desenvolvido combina um
conjunte de equacoes diferenciais com uma técnica para o
acompanhamento da frente colunar baseada no método do
autémato celular. Finalmente, o modelo sera aplicado a solidificacao
de uma liga Al-3%Cu em uma cavidade quadrada, fornecendo,
entre outros resultados, a posicao da transicao colunar-equiaxial.

2 METODOLOGIA

O modelo matematico a ser apresentado a seguir foi
subdividido em duas partes: () equacdes diferenciais de
conservacac de massa, energia e espédes quimicas para modelar
os campos de fracao de sélido, temperatura e concentracao de
soluto; e (2) algoritmo de acompanhamento da frente colunar.

2.1 Equacgdes de Conservacao

O conjunto de equagdes de conservacao foi baseado no
modelo matematico deterministico proposto por Wang e
Beckermann.®®) Neste modelo, assumiu-se que o dominic do
problema poderia ser dividido emn trés pseudofases, a saber, sélido
(s), liquido interdendritico (d) e liquido extradendritico (). As duas
fases liquidas podemn ser definidas apés posicionar-se um envelope
dendritico imaginario ao redor de cada grao colunar ou equiaxial,
formando um contorno que toca a ponta dos bragos primarios e
secundarios de dendrita. O liquido interdendritico é aquele
localizado no interior de cada envelope e o extradendritico,
localizado na regiao externa. As seguintes hipéteses foram utilizadas
para a definicao das equacées diferenciais e algébricas do modelo:(5
* o transporte de calor é bidimensional;
¢ o transporte de calor e massa ocorre apenas por difusao;

* 0 liquido interdendritico (d) possui concentracao de soluto

homogénea;

existe equilibrio local na interface sélido-liquido;

a difusao de soluto no sélido é desprezivel;

* a macrossegregacao € desprezivel;

* o calor especifico e a densidade do sdlido e liquido sao
constantes e iguais para o liquido e sélido;

* todos os graos equiaxiais nucleiam instantaneamente apés um
super-resfriamento predefinido para a nucleacao (ATy) ter sido
ultrapassado.

Considerando estas hipdteses e os principios de
conservacac de massa, energia e espécies quimicas, o seguinte
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conjunto de equagdes foi obtido e utilizado para modelar a
solidificacao no sisterna estudado:©)
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onde ¢ & a fracao volumétrica de cada fase, indicada pelos subscritos
s, 'd e T; T é a temperatura; t € o tempo; p, cp e L sac a
densidade, o calor especifico e o calor latente, respectivamente; K
€ a condutividade térmica média, definida por Kk = g.k+(e4+€)K);
C" é a concentracio do liquido interdendritico; C; é a concentracao
média no liquido extradendritico; D) é o coeficiente de difusao de
soluto no liquido; k € o coeficiente de particao de scluto; S, é a
concentracao de area superficial de envelope por volume; &, é a
distincia efetiva de difusdo de solute ao redor dos envelopes
dendriticos; T; € a temperatura do metal puro; m; € aindinacao da
linha liquidus do diagrama de fases; Cy € a concentracao inicial de
soluto; V é a velocidade da ponta das dendritas equiaxiais; £2 é o
super-resfriamento adimensional na ponta das dendritas; T é o
coeficiente de Gibbs-Thomson; ¢* = |/(4r?) é a constante de
estabilidade marginal e Iv'' é o inverso da funcao de Ivantsov.

As relacoes utilizadas para o cilaulo da concentracao de
area superficial dos envelopes dendriticos (S,) e da distincia efetiva
de difusao (8,) em funcio da densidade do ndmero de graos
equiaxiais (n) ou do espacarnento entre os bragos primarios dos
graos colunares (A |) podem ser obtidas no trabalho de Martorano,
Beckermann e Gandin.$3)

As Egs. (2) a (9) foram solucionadas em um dominio
quadrado de lado L, no qual um sistema de referéncias retangulares
foi fixado. O calor foi extraido através das paredes inferior e lateral
esquerda definindo-se um coefidente de transferénda de calor h e
uma temperatura de referéncia T,, que pode ser a temperatura da
agua de refrigeracao no caso de um molde metalico refrigerado. As
outras duas paredes foram assurnidas adiabaticas. A temperatura
inicial foi considerada uniforme.

O sisterna de Egs. (2) a (9) foi discretizado através do
método dos volumes finitos emn sua formulagao implicita utilizando
uma malha de volumes finitos quadrados.(3) O sistema de equagdes
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algébricas resultante do processo de
discretizacao foi solucionado através do método
de Gauss-Seidel. Todas as tarefas computacionais
foram implementadas em  linguagem
computacional ANSI C com o awxdlio de um
compilador Borland® C++ em um computador
pessoal com microprocessador Intel Pentium® [l1.

3 ACOMPANHAMENTO DA FRENTE DE
CRESCIMENTO COLUNAR

Urm algoritmo especial foi implementado
para realizar o acompanhamento da posicac da
frente colunar em crescimento em um dominio
bidimensional. Este algoritmo foi inspirado em
diversos procedimentos do modele de autémato
celular original, proposto por Rappaz e Gandin.()
O algoritmo original possibilita o calculo da
macroestrutura completa de graos, enquanto
que, no presente trabalho, o algoritmo acompanha
apenas a frente de crescimento colunar,
possibilitando a utilizacao de malhas numéricas
rais grosseiras. O algoritro implementado, que
sera descrito a seguir, utiliza o campo de
ternperaturas (1) € o campo de fracio de graos
(eg=8,F2g) calculados pelas equactes diferenciais
apresentadas no item anterior.

Urma malha de sitios foi uniformemente
distribuida sobre todo ¢ dominio bidimensional do
metal. Estes sitios estao inidalmente desativados,
o que significa que estao no estado “liquido”, e
podem ser ativados, ou seja, tornar-se “colunar”,
a partir de um processo de nucleagao ou
cresdmento. No presente algoritmo, apenas os
sitios adjacentes ao contorno do deminic podem
ser ativados através de um processo de nucleacao.
Este procedimento representa a nucleacao de
graos colunares na parede de um molde de
fundicao. Os sitios internos, por outro lado,
somente sio ativados através do processo de
crescimento de um grao associado ao sitio
vizinho. Desta forma, os sitios ativados sempre
indicarao apenas os graos colunares.

Um retangulo inicial € assodado a cada
sitio logo apds a sua ativacao pelo processo de
cresdmento. Cada retdngulo pode representar
um conjunto de diversos graos colunares
delineando a frente de crescimento colunar. O
tamanho deste retangulo inicial é calculado de
forma semelhante aquela empregada no autémato
celular original,} porém a sua orientacao é
definida para manter um de seus lados
perpendicular ac gradiente de temperatura no
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local. Este retangulo iniciara o crescimento, que
é simulado através do aumento da distancia entre
o seu lado e o sitio ao qual ele esti associado.
Esta distancia & constantemente atualizada
utilizando-se a velocidade de crescimento V. Esta
velocdidade de crescimento da frente foi calculada
através da Eq. (3), sendo que o super-
resfriamento foi calculado através da equacac
abaixo em lugar da Eq. (4):

- C[ _Ca

C, (1-k)

(10)

Nesta equacio, a interacao entre os
campos de soluto das dendritas colunares e
equiaxiais nao esta sendo considerada. No
cileulo de C, realizado a partir da Eq. (8),
utilizou-se a temperatura na posicac do lado do
quadrado para o qual se deseja determinar a
velocidade. A temperatura nesta posicao é obtida
através de algum processo de interpolacao do
campo de temperaturas fornecido pelo conjunto
de equacoes diferendiais do item anterior.

Um sitio que esta inicialmente liquido pode
ser ativado pelo crescimento dos retingulos
vizinhos, tornando-se colunar, ou pode ser
“bloqueado”, tornando-se equiaxial. O bloqueio
€ redlizado quando ¢, 2 0,49 na posicio deste
sitio, impedindo que ele se torne colunar e,
portanto, bloqueando o avango da frente.
Novamente, o valor de £, na posicao do sitio
liquido deve ser interpolado a partir do campo
calculado pelo conjunto de equagoes diferenciais
apresentado no item anterior.

4 RESULTADOS E DISCUSSAO

O modelo implementado foi utilizado
para simular a solidificacao da liga Al-3%Cu
em uma cavidade bidimensional quadrada. As
propriedades da liga utilizadas na simulacac
foram:(5) coeficiente de difusac de soluto no
liquido, Dy=5x10- m2s-!; condutividade térmica
no sélido e no liquido, ¥, =153 Wm-lK-! e k=77
Wm-'K-!, respectivamente; calor latente de fusdo,
L=400x103 Jkg'!; calor especifico, ¢c,=1333,3
Jkg-'K-!; densidade, p=2550 kgm-3; inclinacao da
linha liquidus m; = -3,37 K%wt!; coeficiente de
particao de soluto, k=0,17; coeficiente de
Gibbs-Thomson, I'=241x10-7 mK; temperatura
de fusao do metal puro, T;=933 K; temperatura
liquidus da liga, T, =922.9 K; super-resfriamento
para a nucleacao, AT =0 K; temperatura do
eutético, T,,=82I K; densidade de nimero de

44

graos equiaxiais, n=10-5 m-3 e espacamento entre bracos
primarios de dendrita, L, =5x10-* m. Os outros parimetros rela-
tivos A simulagao foram: coeficiente de transferéncia de calor nas
paredes inferior e lateral esquerda, h=65 Wm-2K-!; tamanho do
lado da cavidade, L=0, Im; temperatura inicial, T,,=%942,% K; tem-
peratura de referéncia para extracao de calor, T,=298K.

A Figura | apresenta os resultados da simulacao, sendo que
a Figura 1(2) mostra o campo de temperaturas e de fracac de graos
(2g), bem como a posicao da frente colunar e os sitios bloqueados
{equiaxiais) no instante t = 440 s. Observa-se que a fracao de
graos €, varia abruptamente de 0,49 para 0,8 proximo a frente
colunar, Graos equiaxiais, que nuclearam logo abaixo de T, estao
crescendo no liquido adjacente a frente colunar. Os sitios indicados
por “+” representam aqueles onde o valor de g, tornou-se maior
ou igual a 0,49 antes da frente colunar atingir a sua posicao.
Portanto, eles estao bloqueados (equiaxiais), impedindo a
passagern da frente. O super-resfriamento da frente em relacao 4
T, (922.9K) & aproximadamente |.8 K em média, porém é maior
em cerca de 0,4 K no vértice da frente. Como o vértice move-se
rais rapidamente em direcao ac canto superior direito do dominio,
seu super-resfriamento & maior, representando condicées mais
favoraveis para o crescimento dos graos equiaxiais. Logo, este
vértice é bloqueado localmente por graos equiaxiais antes do
restante da frente. A Figura I{(b) mostra detalhes dos sitios no
interior da regiao colunar e na frente colunar em crescimento.
Além disso, sao mostrados os retingulos que delinearn a frente em
crescimento, bem como os sitios ja bloqueados (equiaxiais).

A Figura 1(c) apresenta a posicdo da frente colunar em
diversos instantes de tempo e a transicao colunar equiaxial (CET)
comparadas com os resultados de Wang e Beckermann.()
Observa-se uma aderéncia razoavel entre estes resultados, porém
o presente modelo mostra um bloqueio antecipado do vértice da
frente. Este bloqueic antecipado esta relacionado a hipétese
utilizada por Wang e Beckermann(®) de que a frente colunar estaria
localizada cormpletamente sobre urma mesma isoterma. A Figura
[(a) mostrou que, na verdade, a temperatura da frente varia ao
longo de sua extensao. Portanto, cada uma de suas partes pode ser
bloqueada em diferentes instantes, ja que o bloqueio tem estreita
relacio com a sua temperatura de crescimento.(2)
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Figura |. Resultados do medelo para uma malha de 42x42 sitios e volumes finitos
destacando a posigdo da frente colunar e os sitios bloqueados (equiaiais): (a)
campo de temperaturas (T) e de fracio de grios (g;) para t = 440s; (b) detalhe dos
retingulos do autdmato celular do caso (a); (c) posicio da frente colunar em
diversos instantes sobreposta aos resultados de Wang e Beckermann (W-B),©)
incluinde a posicio da transigio colunar equiaxial (CET).
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5 CONCLUSOES

As seguintes condusces podem ser obtidas dos resultados
apresentados:

O modelo matermnatico proposto é capaz de acompanhar o
crescimento colunar e prever a transicao colunar-equiaxial em um
problerna de solidificacao bidimensional em uma cavidade quadrada;

A forma e a posicao da frente colunar previstas pelo modelo
apresentam boa aderéncia acs resultados de Wang e Bedcermann;5)
no entanto, ha alguma discrepancia em relacao i posicao da
transicao colunar-equiaxial;
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